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数学试卷
（考试时间：上午8:00—10:00）
说明：本试卷为闭卷笔答，答题时间120分钟，满分150分.
一、选择题（本题共8小题，每小题5分，共40分.在每小题给出的四个选项中，只有一项是符合题目要求的）



1. 已知集合，，则（    ）




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】C
【解析】

【分析】利用一元二次不等式的解法及指数函数的单调性求得集合，再利用交集的概念计算即可.



【详解】由题意可知，，即，


所以.
故选：C



2. 已知复数满足，则在复平面内对应的点的坐标为（    ）




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】B
【解析】

【分析】利用复数的除法求出，由几何意义求在复平面内对应的点的坐标.



【详解】复数满足，则，


所以在复平面内对应的点的坐标为.
故选：B

3. 圆[image: ]圆心坐标为（    ）




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】D
【解析】
【分析】将圆的一般方程转化为标准方程，从而求得圆心坐标.


【详解】圆可化为，

所以圆心坐标为.
故选：D
4. 第19届亚运会于2023年9月23日至10月8日在杭州等城市成功举办.杭州亚运会期间，甲、乙等4名志愿者要到游泳、射击、体操三个场地进行志愿服务，每名志愿者只去一个场地，每个场地至少一名志愿者，若甲不去游泳场地，则不同的安排方法种数为（    ）
A. 18	B. 24	C. 32	D. 36
【答案】B
【解析】
【分析】分游泳场有2名志愿者和1名志愿者两种情况讨论，然后利用分类加法原理求解即可.
【详解】先安排游泳场地的志愿者，在除去甲的另三人中选择，再安排射击和体操场地的志愿者.

当游泳场地安排2人时，则不同的安排方法有种，

当游泳场地安排1人时，则不同的安排方法有种，

由分类加法原理可知共有种.
故选：B.





5. 已知，，且，，则（    ）




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】C
【解析】

【分析】求得，然后结合角范围可得．

[image: ]详解】由已知，


，∴．
故选：C．


6. 如图是函数的部分图象，则的解析式为（    ）
[image: ]


A. 	B. 


C. 	D. 
【答案】C
【解析】
【分析】利用函数的奇偶性及函数值符号判定选项即可.


【详解】由图象可知函数为偶函数，且，

四个选项函数的定义域均为，


对于A项，，即为偶函数，

而，故A错误；

对于B、D项，，

，显然两项均为奇函数，故B、D错误；


对于C项，，即为偶函数，

而，故C正确.
故选：C









7. 已知椭圆的左、右焦点分别为，，点为上异于长轴端点的任意一点，的角平分线交线段于点，则（    ）




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】A
【解析】

【分析】根据三角形平分线性质求得，利用定义及比例即可求解.



【详解】因为的角平分线交线段于点，

所以，


所以由正弦定理得，，


又因为，，



所以，即，不妨设，如图：
[image: ]


则，解得，

所以，




由题意，，所以，即.
故选：A






8. 若实数，，满足，，，则（    ）




A. 	B. 	C. 	D. 
【答案】A
【解析】



【分析】利用对数函数的性质可判定，构造函数，利用导数研究其单调性可判定.


【详解】因为，利用换底公式可知，

构造函数，




显然时，，则在上单调递增，




时，，则在上单调递减，


所以由，即，


所以，综上.
故选：A



【点睛】难点点睛：观察式子发现利用对数函数的性质可判定，即底数大于1时，底数越大图象在第一象限内越平缓，步骤上可以由换底公式计算；对于后两项对比可以构造，通过其单调性进行对比即可.
二、选择题（本题共4小题，每小题5分，共20分.在每小题给出的四个选项中，有多项符合题目要求.全部选对的得5分，部分选对的得2分，有选错的得0分）






9. 已知数列中，，，数列的前项和为，则下列结论正确的是（    ）


A. 是等比数列	B. 


C. 	D. 
【答案】BD
【解析】
【分析】利用等差数列定义判断A；求出通项公式判断B、C；利用分组求和法判断D.


【详解】由得，

又，


所以是以为首项，以2为公比的等比数列，


则，即，




，，，显然，

所以不是等比数列，故A错；

，故B对；

，故C错；

，故D对
故选：BD

10. 已知函数，则下列结论正确的是（    ）

A. 


B. 的图象关于点对称


C. 在区间上单调递增



D. 将的图象先向左平移个单位长度，再向下平移个单位长度后得到的函数图象关于原点对称
【答案】AC
【解析】

【分析】利用三角恒等变换化简函数，再结合正弦函数图象与性质逐项判断即得.

【详解】依题意，函数，

对于A，，A正确；



对于B，由，得的图象关于点对称，B错误；




对于C，当时，，因此在区间上单调递增，C正确；




对于D，将的图象向左平移个单位长度，再向下平移个单位长度后得到的函数的图象，其关于原点不对称，D错误.
故选：AC







11. 已知函数，若方程有四个不同的实数解，，，，且满足，则下列结论正确的是（    ）


A. 	B. 


C. 	D. 
【答案】ACD
【解析】



【分析】作出函数的图象和直线后直接判断A，由图象确定的关系及范围，然后利用对勾函数性质判断BC，结合二次函数性质判断D．




【详解】作出函数的图象，，再作出直线，如图，由得，



由对称性得，且，，


，因此，A正确；


，当且仅当时等号成立，




又时，，时，，

因此由对勾函数性质可得，B错；


同理由对勾函数性质得，因此，C正确；


因为，则，D正确．
故选：ACD．
[image: ]









12. 在棱长为1的正方体中，为线段的中点，点和分别满足，，其中，，则下列结论正确的是（    ）


A. 当时，三棱锥的体积为定值



B. 当时，四棱锥的外接球的表面积是



C. 当时，不存在使得


D. 的最小值为
【答案】ABD
【解析】
【分析】利用线面平行及三棱锥体积公式可判定A，利用正四棱锥的特征及球的表面积公式可判定B，利用空间向量研究空间位置关系可判定C，构造对称点转化为平面中定点到定直线的距离最值问题，解三角形计算即可判定D.
【详解】[image: ]






对于A项，如上图所示连接，当时是的中点，易知为的中点，


所以中，，






又平面，平面，所以平面，





因为，则到平面的距离即到平面距离，




显然三棱锥的底面积是定值，且顶点到底面的距离也是定值，
故A正确；
[image: ]


对于B项，如上图所示，连接交于点，



当时，易知四棱锥为正四棱锥，，


可知其外接球球心在直线上，


设，外接球半径为R，则，


解之得，所以其外接球的表面积为，故B正确；
[image: ]


对于C项，如图所示建立空间直角坐标系，当时，P与重合，

易知，

则，


所以，，



则，符合前提条件，故存在使得，故C错误；
[image: ]





对于D项，易知点三点在平面上，如图所示沿着翻折得，




E点对应，过作，垂足为P，交于Q，





可知，设，作交于，




易知为的中点且，，


易得，所以，

由梯形中位线可知：，

易知此时，故D正确.
故选：ABD


【点睛】方法点睛：A项可通过线面平行得点面距离为定值判定即可，B项可根据正四棱锥、球体的特征及勾股定理计算即可，C项可直接建立空间直角坐标系利用空间向量计算即可，也可利用正方体体对角线的特征即平面直接判定，D项转化为平面中点线距离最值问题，利用相似三角形线段比例关系计算即可.
三、填空题（本题共4小题，每小题5分，共20分）

13. 双曲线的渐近线方程为_________．

【答案】
【解析】
【分析】利用双曲线的性质即可求得渐近线方程.


【详解】由双曲线的相关知识可知：，


所以焦点在轴双曲线的渐近线方程为：

故答案为：

14. 的展开式中常数项为______.
【答案】25
【解析】


【分析】求得展开式中的常数项和项的系数后由多项式乘法法则可得，



【详解】中常数项为1，项为，

因此所求常数项为．
故答案为：25.




15. 已知非零向量，夹角为，则的最小值为______.

【答案】
【解析】
【分析】根据向量数量积的运算，结合二次函数求最值得解.




【详解】因为非零向量与的夹角为，所以，

，


令，，



则，当且仅当即时等号成立.

故答案为：.






16. 已知实数，分别满足，，其中是自然对数的底数，则______.

【答案】
【解析】




【分析】方程变形为，令换元后利用函数的性质得出，从而可求解．





【详解】由得，令，则方程化为，








设，则，易知时，，递减，时，，递增，




而时，，因此时，，



又，因此，且，

∴，

故答案为：．
【点睛】方法点睛：两个变量在两个不同的方程中，本题方法是利用换元法，把两个方程化为同一种形式，然后结合函数的单调性得出变量的关系．
四、解答题（本题共6小题，共70分.解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤）







17. 已知在等差数列中，，，是数列的前项和，且满足.


（1）求数列和的通项公式；





（2）设，求数列的前项和.


【答案】（1）；，    

（2）
【解析】



【分析】（1）根据等差数列的基本量计算可得，根据前项和和通项的关系及等比数列的定义与通项公式计算可得；
（2）利用错位相减法求和即可.
【小问1详解】



设的公差为，由题意得

；



当时，则，，




当时，则，，，


是以1为首项，3为公比的等比数列，


；
【小问2详解】

由（1）得，

，①

，②

①－②得，


.











18. 在中，，，分别为内角的对边，点在线段上，，，的面积为.



（1）当，且时，求；



（2）当，且时，求的周长.

【答案】（1）    

（2）.
【解析】
【分析】（1）利用三角形的面积公式及余弦定理计算即可；
（2）利用三角形中线的向量性质与数量积公式、三角形面积公式及余弦定理计算即可.
【小问1详解】


由题意得，，




，，，



，，


，


，；
【小问2详解】


由题意得，，


，



，，



，，


，


，，



，，


，


的周长为.





19. “阳马”是我国古代数学名著《九章算术》中《商功》章节研究的一种几何体，即其底面为矩形，一条侧棱垂直于底面的四棱锥.如图，四棱锥中，四边形是边长为3的正方形，，，.
[image: ]

（1）证明：四棱锥是一个“阳马”；







（2）已知点在线段上，且，若二面角的余弦值为，求直线与底面所成角的正切值.
【答案】（1）证明见解析;    

（2）.
【解析】
【分析】（1）借助线面垂直的相关知识证明即可.




（2）建立空间直角坐标系，求出平面与平面的法向量，利用二面角为计算出，进而求出线面角的正切值.
【小问1详解】




四边形是正方形，，





，，平面，


平面，



平面，，




四边形是正方形，，




，，平面.


平面，



平面，，



，平面，


平面，


四棱锥是一个“阳马”；
【小问2详解】



由（1）得平面，，




，，，







以点为原点，，，所在的直线分别为轴，轴，轴，建立如图所示的空间直角坐标系，
[image: ]





由题意可得，，，，，

所以，


设，，



，，


，，



设是平面的一个法向量，则，





，令，则，，



设是平面的一个法向量，则，





，令，则，，




，或（舍去）.



，，







平面，直线与底面所成角的正切值为.



20. 为了避免就餐聚集和减少排队时间，某校食堂从开学第1天起，每餐只推出即点即取的米饭套餐和面食套餐.某同学每天中午都会在食堂提供的两种套餐中选择一种套餐，如果他第1天选择了米饭套餐，那么第2天选择米饭套餐的概率为；如果他第1天选择了面食套餐，那么第2天选择米饭套餐的概率为.已知他开学第1天中午选择米饭套餐的概率为.
（1）求该同学开学第2天中午选择米饭套餐的概率；


（2）记该同学第天选择米饭套餐的概率为，

（i）证明：为等比数列；


（ii）证明：当时，.

【答案】（1）    
（2）（i）证明见解析；（ii）证明见解析
【解析】
【分析】（1）由对立事件概率、条件概率公式以及全概率公式即可得解.


（2）由对立事件概率、条件概率公式以及全概率公式首先得递推公式，（i）由等比数列定义证明即可；（ii）当时，结合单调性分奇偶讨论即可证明.
【小问1详解】





设“第天选择米饭套餐”，则“第天选择面食套餐”，




根据题意，，，，

由全概率公式，得

；
【小问2详解】



（i）设“第天选择米饭套餐”，




则，，，，

由全概率公式，得，


即，，





，是以为首项，为公比的等比数列；

（ii）由（i）可得，


当为大于1的奇数时，；


当为正偶数时，.








21. 已知抛物线的准线与轴相交于点，过抛物线焦点的直线与相交于两点，面积的最小值为4.

（1）求抛物线的方程；










（2）若过点的动直线交于，两点，试问抛物线上是否存在定点，使得对任意的直线，都有.若存在，求出点的坐标；若不存在，则说明理由.

【答案】（1）    

（2）存在定点；理由见解析
【解析】





【分析】（1）设直线的方程为，联立方程组得到，求得，进而求得的值，得到抛物线；







（2）假设存在定点，设直线的方程为，联立方程组，由韦达定理，得到，，结合，求得点的坐标.
【小问1详解】




由抛物线，可得，准线为，则，




易知直线斜率不为零，设直线的方程为，且，


联立方程组，整理得，


则，且，

可得，


所以面积，



当时，取最小值，




因为面积的最小值为，所以，解得，


所以抛物线的方程为.
【小问2详解】



由（1）知抛物线，假设存在定点，易知直线的斜率不为零，






设直线[image: ]方程为，且，，则，，


联立方程组，整理得，



则，且，，


因为，可得，


因为，


所以，即，




当时，即时，恒成立，所以存在定点.
[image: ].
【点睛】方法点睛：利用韦达定理法解决直线与圆锥曲线相交问题的基本步骤如下：

（1）设直线方程，设交点坐标为；



（2）联立直线与圆锥曲线的方程，得到关于（或）的一元二次方程，注意的判断；
（3）列出韦达定理；




（4）将所求问题或题中的关系转化为、（或、）的形式；
（5）代入韦达定理求解.


22. 已知函数，.


（1）当时，求的最小值；



（2）当时，不等式恒成立，求实数取得的最大整数值.

【答案】22. 最小值[image: ]    
23 3
【解析】
【分析】（1）求导得函数单调性，根据函数单调性与最值的关系即可求解.


（2）对是否等于1分类讨论，当时，结合函数极值点满足的条件以及零点存在定理即可求解.
【小问1详解】




当时，，，则，




令，则；令，则，




在上单调递减，在上单调递增，




在处取得最小值.
【小问2详解】


①当时，则，显然成立；


②当时，原不等式等价于，



令，，则，





令，，则，在上单调递增，



，，





，，即，，





当时，，，在上单调递减，





当时，，，在上单调递增，




在处取得最小值为，



，且，

综上，实数的最大整数值为3.
【点睛】关键点睛：第二问的关键是结合极值与极值点满足的关系即可顺利得解.
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